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Exercice 1. (a) Notons (x,y) = h(x,y), alors

lacx + By||* = (ax + By, az + By)
= aa(x,z) +ab{x,y) +Ba(y,$) + Bﬁ@a Y)

= aa(z,z) + af(z,y) + ap(z,y) + BBy, y)
= lalz]” + |81 [ly]I* + 2Re (@B (z,y)) .

(b) Rappelons que si h est une forme hermitienne, alors h(z,y) = h(y,z). On a donc
1 —_— 1
par définition g(x,y) = 5 <h($,y) + h(qr,y)) =3 (h(x,y) 4+ h(y,z)), qui est clairement

symétrique.

1 — 1
De méme w(zx,y) = ¥ (h(:c,y) — h(z, y)) akr (h(z,y) — h(y,z)), qui est clairement

antisymétrique.

(c) Il est clair que g : V x V — R est une forme bilinéaire sur I’espace vectoriel V' (vu
comme espace vectoriel réel), qui est symétrique car

9(x.y) = Re (h(x,y)) = Re (A(y,7)) = Re (h(y.)) = g(y.2).

Alors h est définie positive si et seulement si ¢’est le cas de g, puisque g(x,z) = h(x,x)
(car h(z,x) € R).

Exercice 2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est la méme pour un espace hermitien que
pour un espace euclidien. Soient x,y deux vecteurs d’un espaces vectoriel hermitien, alors

(2, )| < ll=l[llyll,
avec égalité si et seulement si z et y sont linéairement dépendant.

Pour démontrer cette inégalité, on suit I'indication. On pose a = (z,y) et 3 = —||z]|?
et on calcule :

0 < [z + Byl* = |a*l|z]I* + B [lylI* — 2Re (@B (z,y))
= [{z, ) Pll® + lyIPllel® = 2K, v) Pl
= llzl* (=l lyll* = Kz, )[*) -

Si x = 0, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est triviale, dans le cas contraire le calcul pré-
cédent nous dit que ||z|]?||ly[|> — |(z,y)|*> > 0. De plus on a égalité si et seulement si
ax + By = 0, donc si ces vecteurs sont linéairement dépendants.
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Exercice 3. (a) L’application p : M,(C) — M, (C) définie par p(A) = (A — A*) est une
application R-linéaire. Donc son noyau est un sous-espace vectoriel réel de M,(C), or
4, = Ker(p) (on peut aussi vérifier directement que si A, B € J¢,, alors (A + B) € ./,
et aA € I, pour tout o € R).

(b) Si A € J%,, alors en général iA ¢ 5, ici i = /—1. Par exemple la matrice
identité I, est hermitienne, mais y/—1I, n’est pas hermitienne (on remarque d’ailleurs
que les coefficients diagonaux d’une matrice hermitienne sont des nombres réels).

(c) On a dimg(7%,) = n?. Pour le voir on peut par exemple observer que la partie réelle
d’une matrice hermitienne A € 7, est une matrice symétrique quelconque de M, (R) et
la partie imaginaire de A est une matrice antisymétrique quelconque de M, (R). On en
déduit un isomorphisme d’espaces vectoriel réels

76, — M, (R), A Re(A) +Im(A).
Il s’agit bien d’un isomorphisme, I'inverse est ’application
\/__1
2
(d) On vérifie trivialement que les matrices o; € % (pour j = 0,1,2,3). Par le point

(c), on sait que dimg (J4) = 4, il suffit donc de vérifier que ces quatre matrices sont
linéairement indépendantes par rapport aux combinaisons linéaires réelles. Il est en effet

clair que si
ia-a-— ag+az ap+tian) (00
— 77 CYl—iOéz Qg — (3 N 0 0)’
]:

alors ag = a1 = as = a3 = 0.

M) = A, Avs S (A+AT) 4+ Y0 (A AT).

Exercice 4. (a) Rappelons que A = (a;;) est la matrice de 7" dans la base {ey,...,e,}
si et seulement si Te; = Y "' | a;;e;. Lorsque cette base est orthonormée (unitaire), on a
donc a;; = (e;, Te;). Notons B = (b;;) la matrice de T, alors

bij = <6i,T*€j> = <T€Z‘, €j> = <6j,T€Z‘,> = Eji.
On a donc montrée que B = a

(b) Le point (a) nous apprend que le polynéme caractéristique de ’adjoint T est

X (1) = X+ (1) = x4 (D),
c’est donc le polynome dont les coefficients sont les conjugués complexes du polyndéme
Xa(t) = X (D).
Par conséquent
XrA) =0 = x.(0)=0
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Exercice 5. (a) Supposons que T est normal, alors
(Tx, Ty) = (x, T*Ty) = (x, TT*y) = (T"x, T"y).

Réciproquement, supposons que (T'z, Ty) = (T*x, T*y) pour tous x,y € V. Alors on a
par le calcul ci-dessus (z, T*Ty) = (z, TT*y) pour tous x,y € V. Mais ceci n’est possible
que si TT* =T*T.

(b) On a d’une part
(T+ ST+ S)=TT"+TS+ ST+ 5*S,
et d’autre part
(T +95)(T+S*)=T"T+T*S*+ ST+ SS™.

Or on a supposé que T et S sont normaux, donc T*T = TT* et S*S = SS*, et que
ST = TS. On a donc aussi T*S* = S*T* (car T*S* = (ST)* = (T'S)* = S*T*). On
conclut que

(T+ ST+ 8)=(T"+5)(T+5"),

et donc (1" + S*) est un opérateur normal.

(c) Si on pose S = My, alors S* = Al et S est clairement normal. De plus 'S = ST,
donc par 'exercice précédent on sait que (7' — Ay ) est normal. En utilisant le point (a)
on a donc pour tout vecteur non nul v € V,

Tv=XM <& |(T
<
(

&l

— /\Iv)UH =0
T— )\Iv)*'UH =0
T — My)v|| =0

& T = .

Donc v est un vecteur propre de T" pour la valeur propre A si et seulement si v est (aussi)
un vecteur propre de T pour la valeur propre .

(d) Supposons que Tv = \v et Tw = pw avec u # X. Alors d’apres le point précédent
on sait que T*v = Av. On a donc

plv, w) = (v, Tw) = (T*v,w) = (A, w) = Mo, w).

Ainsi (A — p) (v, w) = 0, et puisque u # A on conclut que (v, w) = 0.
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Exercice 6. (a) La matrice A est normale si et seulement si A*A = AA*. On a A* =

ac t don

l_) a [§ onc

. [ aa+bb ac+bd .. [ aa+cc ab+ed
Ad _(ac+l§d c6+d3) AA_(aE+c3 b5+dc_1)
On a donc A*A = AA* si et seulement si
b = |c| et ac+bd=ab+ ed.

La deuxiéme condition peut aussi s’écrire : b(a@ — d) = ¢(a — d).

0 -1

(b) La réponse est négative. Les matrices (? é) et <1 0

) sont normales par le

. . L. . 0 2 .
point (a), mais on vérifie facilement que la somme (0 0) n’est pas une matrice normale.

Exercice 7. (a) Si x € Im(7), alors il existe z € V tel que x = Tz. Alors pour tout
y € Ker(T*), on a
(z,y) = (Tz,y) = (2,T"y) = 0.

Par conséquent x € Ker(T*)*, on a donc montré que Im(7) C Ker(T*)*. Pour montrer
qu’on a égalité, il suffit maintenant de raisonner sur la dimension :

dim(Im(7")) = rang(T) = rang(T*) = dim(V) — dim Ker(7*) = dim (Ker(7*)").

(b) L’hypothése est que Tw € W pour tout w € W. Soit v € W, alors pour tout
we W on a
(T"v,wy = (v, Tw) =0,

car Tw € W. Donc T*v € W+. Comme v € W, est quelconque, cela montre que
T (W) c W

Exercice 8. (a) Appliquer la formule de polarisation a la forme quadratique Q(z) =
|Uz|* = (Uz, Uz).

(b) Si U est unitaire, alors
(z, U"Uy) = (Uz,Uy) = (z,y)

pour tous z,y € V. Donc U*U = I.
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(¢) Par le point (b) on sait que U* = U~!, donc U*U =U'U =1 =UU""'=UU".
(d) Supposons que Uz = Az avec x € V' \ {0}. Si U est unitaire, alors
]l = [[Uz]| = [[Az]l = [A[]l=]]
Donc |\ = 1.

(e) Puisque U est normal, on peut appliquer le théoréme spectral. Les valeurs propres
de U vérifient |A| = 1 et donc elle s’écrivent %.




